
Dynamics 96-97-2

DYNAMICS
[Course No. 8102128]

Dr. Mehdi Ghassemieh

m.ghassemieh@ut.ac.ir

Tel. 6111-2273

Fax. 6640-3808

In the Name of God

1KINEMATICS OF RIGID BODIES



Dynamics 96-97-2

(96-97-2ًیوسبل )دیٌبهیل 
8102128ضوبرُ درس 

دمتر هْذی قبسویِ
داًطنذُ هٌْذسی عوراى

2KINEMATICS OF RIGID BODIES



:فصل پٌجن 

KINEMATICS OF RIGID BODIES

سیٌوبتیل اجسبم صلت
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حرمت اجسبم صلت

حرمت اًتقبلی( 1

• Rectilinear Translation
(الخطهستقین از ًَع اًتقبلی )

Translation

• Curvilinear Translation

(اًتقبلی از ًَع هٌحٌی الخط)    
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Rotationحرمت دٍراًی حَل هحَر ثبثت ( 2 about a fixed axis

General plane motion ی در صفحِ هحرمت عوَ( 3
(ی اص حشوت اًتمالی ٍ دٍساًی دس صفحِتشويث)
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Motion about a fixed pointحرمت دٍراًی حَل ًقطِ ثبثت  (4

غیر از حبلات خبظ قجل :حرمت ملی ( 5
General motion
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حرمت اًتقبلی
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Curvilinear translation Rotation
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 :هثبل 

،  ضَدّواًٌذ يه ًمطِ هادي فشض هی حشوت اًتمالی اجسام صلة  تٌاتشايي
.استيؼٌی سشػت ٍ ضتاب ّوِ ًماط يىساى
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حرمت دٍراًی حَل هحَر ثبثت

=  يه دٍساى 1 revolution  =  2 radians

Angular velocity   =          =     ايصاٍيِ سشػت

ٍلتی يه جسن صلة حَل هحَس ثاتتی دٍساى هيىٌذ، ّش  
.  ًمطِ اص آى سٍي يه هسيش دايشُ اي حشوت هيىٌذ

.هؼيي هيطَد  θهختصات صاٍيِ اي آى ًمطِ تَسط صاٍيِ 

، تغييش هىاى صاٍيِ اي  dθتغييش دس هختصات صاٍيِ اي،  
ًاهيذُ هيطَد ٍ تش حسة سادياى يا دٍساى هطخص 

.هيگشدد
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حرمت دٍراًی حَل هحَر ثبثت
 

z: هحَسصاٍيِ تيي تشداس هَلؼيت ٍ 

 

Pr: تشداس هَلؼيت ًمطِ


 

: xzهختصات صاٍيِ اي ًسثت تِ صفحِ 

:  دس حال اًجام است هحَس فشض وٌين وِ دٍساى حَل 

X

Y
Z


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حرمت یل ًقطِ در دستگبُ هختصبت قطجی

r = constant

14KINEMATICS OF RIGID BODIES







rv

rkrv






 
2

a r r

k r r

  

 

    

  

    

  

2 2

t t

n n

a k r a r

a r a r

 

 

  

  

 

 

Dynamics 96-97-2

(حَل هحَر عوَد ثر صفحِ  ًبزك حرمت دٍراًی یل صفحِ) حبلت خبظ 
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هعبدلات دٍراى جسن صلت حَل هحَر ثبثت

حشوت ًمطِ هادي حشوت دٍساًی جسن صلة
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• Uniform Rotation ,               :                

t  0

• Uniformly Accelerated Rotation ,          constant:
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:خبظ حرمت دٍراًی جسن صلت حَل هحَر ثبثت ّبی حبلت

:حرمت دٍراًی ثب سرعت زاٍیِ ای ثبثت 

:ثبثت ای حرمت دٍراًی ثب ضتبة زاٍیِ 
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:سبزگبری 

دس هثال هماتل چٌاًچِ ّيچگًَِ  
ًثاضذ،  لغضضی دس تيي دًذُ ّا 

:خَاّين داضتساصگاسي تطشح ريل 

Kinematic  Compatibility

Pv r r  

vA = vA’ 'AA vv 

CCBB RR  
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                                 rad/s

t = صهاى

ضؼاع . ضشٍع تِ دٍساى تا سشػت صاٍيِ اي تطشح ريل هيىٌذ Mهَتَس  :هثبل 
هطلَتست .ايٌچ است 16ٍ  4، 1هَتَس، لشلشُ في ٍ لثِ ّاي في تتشتية 

.   t = 0.5 (s) دس صهاى  Pًمطِ سشػت ٍ ضتاب 

:حل 
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o

o

o
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:سرعت زاٍیِ ای في 

:ضتبة زاٍیِ ای في 

: Pسرعت ًقطِ 
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حَل هحَس هيلِ تا سشػت صاٍيِ اي   ACصفحِ جَش دادُ ضذُ تِ هيلِ  : هثبل
.  Hسشػت ٍ ضتاب ًمطِ : هطلَتست. استٍ ضتاب صاٍيِ اي دس حال دٍساى 

.استلشاس گشفتِ  Hصيش ًمطِ  Cاست ٍ ًمطِ  Yسٍي هحَس  Aًمطِ 

:حل 
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A B
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:  است  هطلَب Aتِ سوت لشلشُ  Bتاتَجِ تِ حشوت واتل اص لشلشُ :  هثبل 

A
B

ac=600 mm/s2

vc=400 mm/s

rA=80 mm rB=50 mm

C

D E
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(حرمت عوَهی در صفحِ ) حرمت ملی در صفحِ 
.هحَس ثاتت تذست هی آيذ حَل دٍساًیاص تشوية حشوت اًتمالی ٍ حشوت 
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حشوت دٍساًی+ حشوت اًتمالی = حشوت ػوَهی دس صفحِ 

(Aحَل )حرمت دٍراًی ( + Aثب )حرمت اًتقبلی ; حرمت عوَهی در صفحِ 

حشوت اًتمالی+ حشوت دٍساًی = ػوَهی دس صفحِ حشوت 
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Velocity Diagram

دياگشام سشػت

Dynamics 96-97-2

سرعت ًسجی ٍ هطلق در حرمت صفحِ ای
Relative and Absolute Velocity 
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دیبگرام سرعت
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.هيثاضذ Aّواًٌذ دٍساى حَل ًمطِ  Bسشػت صاٍيِ اي هيلِ دس دٍساى حَل ًمطِ 
 .هی تاضذسشػت صاٍيِ اي هستمل اص ًمطِ هشجغ يا ًمطِ هطخصی 
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       Rolling Motionدیسلغلتطی حرمت 
              

مِ دیسل در حبل غلتص ٍ ثذٍى لغسش استضَد هیفرض 

θ
r

sA1

A2

O1 O2 s r :از ٌّذسِ 

= تغییر هنبى هرز دیسل

v r r
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 

 

 

 


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s



A

B

Dynamics 96-97-2

. تِ سوت چپ دس حال حشوت است           سشػتتا  Bطَلِ : هثبل 

؟ Aهطلَتست سشػت طَلِ 

s
cm25
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:حل 

V V 25 (cm/s)
BA

V V V
BA A

B

[V  ] [V ] [20 ]
BA

 

 

   
 

  

 

V
A




V V V
BA A

B

 
  

33KINEMATICS OF RIGID BODIES

+



Dynamics 96-97-2

، تشاتش             تاضذ اگش دس حالت ًطاى دادُ ضذُ سشػت صاٍيِ اي : هثبل 
:       هطلَب است 

m
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s

V V 0.45
B B

A
  3
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 

 

s
rad   3

BD DC? , ?  

:حل 
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   


     

  

 
 

D DC

DC

mV 0.225 0.45 s

rad2  s

  

 
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Dynamics 96-97-2

اگش ديسه تا سشػت صاٍيِ اي  :هثبل 
: ثاتت دسحال دٍساى تاضذ، هطلَتست

حالت  دس Dسشػت طَلِ  90,0 

250 mm

150 mm

θ

D

B

r = 50 mm ω = 500 rpm 

O

500 2
500 52 36

60
radrpm . s





  
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Dynamics 96-97-2

θ=0°دس حالت  : حل 
B

mV r 0.05 52.36 2.62 s    

D B D
B

D BD

D BD

V V V

V [2.62 ] [0.25 ]

radmV 1.96  , 13.1  s s

 
  



 

   

    

  
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Dynamics 96-97-2

θ=90:دس حالت 

V V V V 2.62 (m/s)
D B D B

   

0
BD

 
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Dynamics 96-97-2

.      حال حشوت تِ سوت ساست هی تاضذ ثاتت              دس اتَهثيلی تا سشػت : هثبل 

.B  ،C  ,Dسشػت ًماط : ، هطلَتست تاضذ        لطش چشخ ّاي اتَهثيل     اگش 

km: حل  m
hr s

V 50 13.9
A

 

A
C

V
A

V
C

V




V 0
C



C/ A A
V V r   13.913.9 r

0.61
2

   
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Dynamics 96-97-2

B C B
C

D A D
A

mV V V 0 [2r ] [2 13.9 ] [27.8  ]s

V V V [13.9 ] [13.9 30  ] m2 13.9 cos 15 [26.8 15 ]s

         

         

  

  
 
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Dynamics 96-97-2

A A

mV (BC) 2V 27.8 sB A
mV (DC) (CA AD) .59 44.84 26.5 sD

V V
44.84 rad

r d
2

  

     

  

 

. ًثاضذ تِ ضشطی وِ لغضضی :  رٍش دٍم

A

A

A

x r

v r r

a r

 

  

 


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:هثبل 

هشوض چشخ دًذُ هضدٍج سٍي سيل دًذاًِ داس ثاتت پائيٌی تا سشػت  
1.2 m/s    سشػت صاٍيِ اي چشخ : هطلَتست. هيثاضذ دس حال حشوت

اص چشخ دًذُ ٍ سشػت سيل دًذاًِ داس  B  ٍDدًذُ ٍ سشػت ًماط
.هتحشن تالائی
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1.2
8 /

0.15

A A A

A
A

A

v r

v
rad s

r







  

   

 

 

1.2 8 0.1 2 /

2 /

1.2 8 0.15 1.2 1.2

B A B A

R B

D A D A

v v v m s

v v m s

v v v i j i j

      

  

      

  

 

     

vB/A

vD/A
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: حل 



:هثبل 

.  دٍس دس دليمِ است 2000داساي سشػت صاٍيِ اي ثاتت ساػتگشد  ABهيل لٌگ 
. Pٍ سشػت پيستَى   BDسشػت صاٍيِ اي هيلِ : هطلَتست
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BDBD vvv




    

rev min 2 rad
2000 209.4 rad s

min 60s rev

3in. 209.4 rad s

AB

B ABv AB






    
     

    

 

Locus for vD

Locus for vD/B
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: حل 



BDBD vvv




523.4 43.6

495.9

D

D B

ftinv
s s

inv
s

 


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/

/ 495.9
62.0

8

D B BD

in
sD B

BD

v l

v rad
sl in







  



Dynamics 96-97-2

(سرعت صفرًقطِ ) دٍراى هرمس آًی 

هشوض آًی دٍساى است وِ لضٍهاً هيتَاًذ سٍي (سشػت صفشتا cًمطِ )
.جسن ًثاضذ

دس توام لحظات ّا تىيِ گاُ 
.ذٌهشوض آًی دٍساى هی تاض

Instantaneous Center of Rotation
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/A A Cv r 
 

Dynamics 96-97-2

V 0
C

V V V V ( r )
A C A A A/C

C C

V r
A A/C











    





     

 
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/A A Cv r 
 

/B B Cv r 
 

and
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/A A Cv r 
 

/B B Cv r 
 

Dynamics 96-97-2

B
V

A
V

AB
A

V
B

V
A

V

  

 

    




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Dynamics 96-97-2

0

 

    







AB
A

V
B

V
A

V

V    AB 
A

V    V  
BA



صفر ًیستلسٍهبً ای سرعت زاٍیِ 
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   

cos

sin
cos

tan

A A

A
B

A

v v

AC l

v
v BC l

l

v




 




 

 



.سشػت ّش ًمطِ اص ايي هيلِ تذست خَاّذ آهذ

 = vA vB = ?         ?

:هثبل 
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    m/s 1.2سشػتهشوض چشخ دًذُ هضدٍج سٍي سيل دًذاًِ داس ثاتت پائيٌی تا 
سشػت صاٍيِ اي چشخ دًذُ ٍ سشػت : هطلَتست.  هيثاضذدس حال حشوت 

.اص چشخ دًذُ ٍ سشػت سيل دًذاًِ داس هتحشن تالائی B  ٍDًماط 

:هثبل 
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1.2
8

0.15

A A

A

A

v r

v rad
sr







  

  

 

8 0.25

2

R B Bv v r

m i
s

  




 

  

 

0.15 2 0.2121 m

8 0.2121

1.697

1.2 1.2

D

D D

D

D

r

v r

mv
s

mv i j
s



 

 



 
 

تا تَجِ تِ ثاتت تَدى سيل پائيٌی ٍ تواس  
چشخ  دًذُ تا آى، ًمطِ پائيٌی آى چشخ 

.هی تاضذدًذُ، ًمطِ هشوض آًی دٍساى 

Dynamics 96-97-2 54KINEMATICS OF RIGID BODIES

: حل 



:هثبل 

.  دٍس دس دليمِ است 2000داساي سشػت صاٍيِ اي ثاتت ساػتگشد  ABهيل لٌگ 
دس هَلؼيت ًطاى  Pٍ سشػت پيستَى  BDسشػت صاٍيِ اي هيلِ : هطلَتست
.دادُ ضذُ
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   B AB BD

B
BD

v AB BC

v

BC

 



 

  D BDv CD
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: حل 



Dynamics 96-97-2

تاِ      تاا ساشػت           Dطَلِ : هثبل 
. سوت تالا دس حاال حشوات های تاضاذ     

:                                      هطلَب است 

1.6m
s

?,?,? 
A

V
B

V
AD



هشوض دٍساى است  Eًمطِ  BEتشاي هيلِ  :حل 

( )

1.6 5.13
0.36 cos30

D AD

D rad
sAD DC

V DC

V







  


( ) (0.36sin30 )(5.13)

0.92

2 2(0.6sin30 ) (0.24cos30 )

0.36  

( ) (0.36)(5.13)

1.87

V BC
B AD

m
s

AC

m

V AC
A AD

m
s





  



   



 


34.7°

C

vB

vD

vA

ωAD

ωEB
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. سادياى دس ثاًيِ است 4داساي سشػت صاٍيِ اي ساػتگشد  AB هيلِ: هثبل
.دس هَلؼيت ًطاى دادُ ضذُ BD  ٍDEسشػت صاٍيِ اي هيلِ ّاي : هطلَتست

/AB A AB B  v v r

(4 )AB   k

/

/

(7)

( 4 ) ( 7 )

(28 in./s)

B A

B AB B A

B

 

    



r i

v k i

v j

  r

x

y
0
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4AB
rad

s
 



x

y

/

/

(8 )

28 ( )  ( 8 )

28 8

BD BD D B

D B BD D B BD

D BD







  

      

 

k r j

v v r j k j

v j i





/

/

   ,   (11) (3)

( ) ( 11 3 )

11 3

DE DE D E

D DE D E DE

D DE DEj i





 

   

     

  

k r i

v r k  i j

v





j:    28 11 2.55 rad/sDE DE     

3
: 8 3

8
BD DE BD BD       i

0.96 rad/sBD 

2.55 rad/sDE 
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4AB
rad

s
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Dynamics 96-97-2

:راُ حل دیگر 
28 = 4(7) = vB

Dv
3

11

CBD

88
v 28

3

28 3
0.96 

88

BD B

BD
rad

s

 
   

 

 
   

 

DE

v ( ) ( )

8
8 3

3

2.55 

D BD DE

BD DE DE BD

DE

CD DE

rad
s

 

   



 

 


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11 88
8

3 3
 

4AB
rad
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Dynamics 96-97-2

ِ ای ضتبة هطلق ٍ ًسجی در حرمت صفح
Absolute and Relative Acceleration

ABAB aaa




    2

B A B At n
a r a r  
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   
tABnABA

ABAB

aaa

aaa








 

 

( )    

2( )





B A

B A

a AB
t

a AB
n





aA = √      

aB = ?  

   √  

 = ?



aA

(aB/A )n

(aB/A )t

aB

Acceleration Diagram

دیبگرام ضتبة

:هثبل 
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Dynamics 96-97-2

aA

(aB/A )t

(aB/A )n



Acceleration Diagram

دیبگرام ضتبة ثرای حبلتی مِ جْت
در جْت هخبلف هثبل قجلی   Aضتبة  

.ثبضذ
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aB

aA

(aB/A )t

(aB/A )n



aB

aA

(aB/A )t

(aB/A )n


aB



Dynamics 96-97-2

اگش ديسه تا سشػت صاٍيِ  :هثبل 
اي ثاتت دسحال دٍساى تاضذ، 

دس  Dضتاب طَلِ : هطلَتست
θ=90°حالت   , θ=180°

250 mm

150 mm

θ

D

B

r = 50 mm

ω = 500 rpm 

O

500 2
500 52 36

60
radrpm . s





  
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Dynamics 96-97-2

250 mm

150 mm

B

O

r = 50 mm

2(0.05)(52.36) 137.1     
2

ma
B s

  

(0 05)(52 96) 2 62v m. . . sB
  

B
a

B
v

D

D

B

BD=0

vB= 2.62

vD = vB

aD

vD

ω = 500 rpm 
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oθ=90



Dynamics 96-97-2

D

B

D

B

D

B
BDaB=137.1

aB

aD

aB
(aD/B)t = 0.25 BD

= +

( ) ( )D D
B B

D
B

D B B
a a a a a an t    
     

]                250[]1137[][
BD

..
D

a 

2
59.8  m

D s
a  

23.6

aD
0.25 BD

aB=137.1
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Dynamics 96-97-2

                              

rad
sBD

0.15  

0.20 2.62

13.1   



 



D BD

B BD

v

v







250 mm

150 mm

B

O

r = 50 mm

B
a

B
v

D

aD

2
2(0.05)(52.36) 137.1  m

B s
a   

(0 05)(52 96) 2 62 m
sB

v . . .  

C
BD

vD

ω = 500 rpm 
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oθ=180



Dynamics 96-97-2

BD
[ ] [137.1 ] [42.8 ] [0.25 ]

D
a      

( ) ( )D D
B B

D
BD B B

a a a a a an t    
     

2
190.65   m

D s
a  

aD

0.25 BD

aB=137.1

D

B

D

B

D

B

BD
aB=137.1 aB

aD

aB

(aD/B)t = 0.25 BD

= +

(aD/B)n = 0.25 2
BD=42.8

42.8
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Dynamics 96-97-2

km
hr

90

?,?,?,? 
E

a
B

a
D

a
C

a

سشػت اتَهثيلی تصَست ثاتت : هثبل 
. هيليوتش است 550لطش چشخ .  هی تاضذ

:    هطلَتست 

km:حل  mV 90 25 a 0shrA A
d 0.55V 25

A 2 2
rad90.9   0s

   

    

   

2m / s
B C D E

a a a a 2273 ( )    .تِ سوت هشوض ّستٌذ یّوگ

20 ( ) ( ) ( )     
     

B B B
A A A

B
A

B A
ra a a a a an nt

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:هثبل 

دس حال         ٍ ضتاب      سشػتهشوض چشخ دًذُ هضدٍج تا 
.  سيل دًذاًِ داس پائيٌی ثاتت است.  حشوت هيثاضذ

.B  ،C  ٍDضتاب صاٍيِ اي چشخ دًذُ ٍ ضتاب ًماط : هطلَتست
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1.2 m
s23m

s



1.2
8 /

0.15

A
A

v
v r rad s

r
     

23
20 /

0.15

A
A

a
a r rad s

r
     

2

2

3 ( )

3 (8) (0.1) (20)(0.1)

5 6.4

B A B Aa a a

i r j ri

i j i

i j

 

 

   

  

 

  

  

  

 

2

2

3 ( ) ( )

3 (8) (0.15) (20)(0.15)

9.6

C A C Aa a a

i r j r i

i j i

j

 

 

   

  



  

  

  



2

2

3 ( )

3 (8) (0.15) (20)(0.15)

12.6 3

D A D Aa a a

i r i rj

i i j

i j

 

 

  

  

 

  

  

  

 
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:حل 



:هثبل 

.  دٍس دس دليمِ است 2000داساي سشػت صاٍيِ اي ثاتت ساػتگشد  ABهيل لٌگ 
دس هَلؼيت ًطاى دادُ  Pٍ ضتاب پيستَى  BDضتاب صاٍيِ اي هيلِ : هطلَتست

.ضذُ
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   
D B D B

B D B D B
t n

a a a

a a a

 

  

  

  

2 2

2

2000

209.4

0

3
( )(209.4 )
12

10.962

AB

AB

B AB

rpm

rad
s

rada r ft
s

ft
s









 



 


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:حل 

constant

62.0 , 13.95BD
rad

s
    اص هثال ّاي لثل



   
nBDtBDBBDBD aaaaaa




     

   

2
2

2

8
ft 62.0 2563

12

8
ft 0.667

12

D B BD
n

D B BD BD BD
t

rad rada BD
s s

a BD



  

 
   

 

 
   

 

Drawn to scale
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:هثبل 

.  سادياى دس ثاًيِ است 20داساي سشػت صاٍيِ اي ثاتت پاد ساػتگشد  ABهيلِ 
دس هَلؼيت ًطاى  BD  ٍDEسشػت ٍ ضتاب صاٍيِ اي هيلِ ّاي : هطلَتست
.دادُ ضذُ
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( )1

D B D B

ABB

v v v

v 

 



  

 

 

29.33 rad s

11.29 rad s

BD

DE





 



vD
vB

vD/B

vB

vD

vD/B

( )BDD B BDv 

( )DED DEv 
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0D E D E D Ea a a a   
   

 

 

2

2

645 rad s

809 rad s

BD

DE





 



aD/E t

aB

aD/B n

aD/B t

aD/E n

 

 

 

 

2

2

2

( )

( )

( )

( )

( )

B AB

D B BDn

D B BDt

D E DEn

D E DEt

a AB

a BD

a BD

a DE

a DE





















aD/B t

Dynamics 96-97-2

aB
aD/B n

aD/E n

aD/E t

aD

BDBD aaa



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.  سادياى دس ثاًيِ است 4داساي سشػت صاٍيِ اي ثاتت ساػتگشد  ABهيلِ   :هثبل
.دس هَلؼيت ًطاى دادُ ضذُ BD  ٍDEضتاب صاٍيِ اي هيلِ ّاي : هطلَتست

AB= 4 rad/s
0.955 rad/sBD 

2.55 rad/sDE 

0AB 

2
/A /AB A AB B AB B   a a r r

2 2
/ (4) ( 7 ) 112B AB B A     a r i i

Bar AB:

00
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AB= 4 rad/s

Bar BD:

2
/ /

2112 ( 8 ) (0.95) ( 8 )

(112 8 ) 7.29

D B BD D B BD D B

BD

D BD







   

     

  

a a r r

i k j j

a i j



Bar DE:

2
/ /

2( 11 3 ) (2.55) ( 11 3 )

11 3 71.28 19.44 ( 3 71.28) (11 19.44)

D DE D E DE D E

DE

DE DE DE DE

r



   

  

      

         

a r

k i j i j

j i i j i j



j:     7.29 (11 19.44)DE  

i:     112 8 [ (3)( 2.43) 71.28]BD    

DE

BD
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22.43 rad/sDE  

24.18 rad/sBD  



Dynamics 96-97-2

تِ   AE  ٍBFهيلِ ّاي  : هثبل 
.  هتصل ضذُ اًذ E ٍFتىيِ گاُ ّاي 
. هطخص ٍ ثاتت است Aسشػت ًمطِ 

           Cضتاب ًمطِ : هطلَتست 

C
a ?

 

A

A

V 250 (mm/s)

dV
0

dt





:حل 

2

2 2( / )

( )

0.25 2  
0.125
( )

0.25 2.5  
0.1

( )

0.1(2.5) 0.625

A

rad
s

A AE

rad
sAE

A A n AE

m s

V AC

V AE

BF

a a r







 





 



  

 

 

E F

E F
ωBF

ω

ωAE
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Dynamics 96-97-2

   

   

B B B B B
A A

2 m
2B BF s

B BF

BF

B B
A A

a a a a (a ) (a )nn t tA

(a ) 0.1 0.625  n

(a ) 0.1
t

[0.625 ] [0.1 ]

[0.625 ] [0.8 ] [0.2 ]

2a 0.2 0.8 , a 0.2
n t

12 (rad /s)

    

  

 

  

   

    

 

     

 

 

C C
A A

2

a a (a ) (a )n tC A

0.625 0.125 2 0.125 12

21.875 (m/s )

  

        
    

  
 

   

  

E F

ω

 B
a

n

 B
a

t

vA=0.25 vB=0.25

aA



 B
A

a 0.8
n



 B
A

a 0.2
t

 

0.625
A

a  B
(a ) 0.625n 

B BF
(a ) 0.1

t
 

aB
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Dynamics 96-97-2

حرمت صفحِ ای ثِ رٍش پبراهتری

( cos )

2 2cos sin cos sin

( sin )

2 2sin cos sin cos

A
A

B
B

d v da l
dt dt

l l l l

d v da l
dt dt

l l l l

 

       

 

       

 

   

  

     





B
sin   , y cos

( sin ) cos cos

( cos ) sin sin

A

A
A

B
B

x l l

d x dv l l l
dt dt

d y dv l l l
dt dt

 

    

    

 

   

     





A
x

B
y
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Dynamics 96-97-2

ضىل تَسط  Tهيلِ :هثبل  
يه پيي تِ ديسىی وِ تا 

ٍ ضتاب صاٍيِ  ωسشػت صاٍيِ 
  دس حال حشوت است هتصل

تا هشوض فاصلِ پيي . ضذُ است 
.تاضذهی   rتشاتش ديسه 

:  هطلَتست 

:حل 
B p p

B
B B

B
B

Y y C y rsin

d(Y
Y rsin C v r cos

dt
dv 2a r cos r sin
dt

)

   

     

     

YB

yp

ω,

P
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V =? , a =?
B B



ω,

Dynamics 96-97-2

E E
v ? , a ? 



.حال دٍساى استدس  ٍ ضتاب صاٍيِ   ω تا سشػت صاٍيِ ABهيلِ : هثبل   

:    هطلَتست  

     

 

E

E E E

E E

2 2

2 2

r 3 Lcos  i L sin  j

dv r v 3L sin  i L cos  j
dt
da v
dt

3L( sin cos )i L( cos sin ) j

3L( sin cos )i L( cos sin ) j

   

          



        

        

 

  

 

 
 

 

rE
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Dynamics 96-97-2

 

B

B
B B

2

X L
sin sin

d X L Cos
V V a 0

dt sin

2Vsin Vsin sin V sin
sin

LLcos 2 2 3cos L cos


 

 
    



    
       

  





تِ همذاس ثاتت  Bاگش سشػت ًمطِ . دس حال حش وت است ABهيلِ :هثبل 
v  سشػت صاٍيِ اي ٍ ضتاب صاٍيِ اي هيلِ : تاضذ، هطلَتستAB . 

XB
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Dynamics 96-97-2

هطتق ثردار هتحرك

cos  sin  

(cos  sin  )

-( )sin  ( )cos  

sin  cos  

e i j

d e d i j
dt dt

i j

de e i j
dt
e

 

 

   

   



 

 

 

  



 
  

  
  


 d e e
dt

 
  

دس حال  تا سشػت صاٍيِ اي  ٍاحذتشداس 
. دٍساى هی تاضذ 

e


X

Y

e






e



X
Y

Z

e



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Dynamics 96-97-2

Omega Theoremثردار در دستگبُ هختصبت هرجع هتحرك   
                                                                

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

( )

( ) ( )

( )

( )

x y

R R e R e R e R e

R R R e R e

R R R e R e

R R

R R i R j R e R e

dR d R e R e
dt dt

R R e R e R e R e

R

 





   

    

   

  

   

 

   
       
     
     
   

    


 

      


ji


,

1 2
 ,e e
 

 ox´y´ٍدستگاُ ثاتت  OXYدس ايي سٍاتط 

تشداسّاي يىِ دس  ٍ  دستگاُ هتحشن 

دس دستگاُ هتحشن         دستگاُ ثاتت ٍ  

. است

OXYZ ox y z
R R R

  
  

    تئَری اهگب 

X

Y

2
e




x'
y' R

1
e


j


i

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Dynamics 96-97-2

سرعت ًقطِ هبدی
             

OXY:  دستگاُ ثاتت 

:دستگاُ هتحشن
دسحال حشوت ٍ دٍساى است 

o x y  

S


Pتشداس هَلؼيت ًمطِ:  

R


( هطلك) 'oتشداس هَلؼيت ًمطِ :  

r


(ًسثی)  Pتشداس هَلؼيت ًمطِ :  
( ) ( )

( ) ( )

P

P

S R r

d dv S S R r
dt dt
d dR r R r
dt dt

v R r r

 

   

   

   

  
  

   
   

X

Y



x'

y'

R

S

r

P

O

O'
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Dynamics 96-97-2

O

O'

/ /

P

o P o P P

v R r r

v v v



   

   

  

   
  

X

Y



x'

y'

R

S

r

P

/P o
v r

 
 
 

/rel P P
v r v


 
 


XP'

o
v R



 

O'

/

/ /

P o

P o P P

v r r

v v




  

  

 

 


 

:سرعت ًسجی در دستگبُ هتحرك
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Dynamics 96-97-2

                                                                    
s

rad2 دس حال  دٍساى است ٍ            ديسه ضياسداسي تا سشػت صاٍيِ اي  :هثبل 
ساًتيوتش دس ثاًيِ دس حال  3ساچوِ اي دس داخل ضياس تا سشػت ًسثی 

. دس ضياس Pسشػت ساچوِ : هطلَتست. حشوت است

=2

4 cm

=30

P

O, O'

                                                                       :حل 

2 4 8   

3   

P

rel

v R r r

r

v r





   

   

 

   
 



 

[8         ] [ 3            ] cm
sP

v  


30

30

/P o
v r

 
 
 

/rel P P
v r v


 
 


P
=2

X

P'

rel
v


3 8
/P P P P

v v v         
   

  

:                                                                               راُ حل دٍم

O, O'
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Ω=3

Dynamics 96-97-2

s
rad3?

P
V


صاٍيِ ايتا سشػت  ،Oگاُ اگشول سيستن هثال لثل حَل ًمطِ تىيِ  :هثبل    
:هطلَب است دٍساى وٌذ،                  

=2

4 cm

=30

P

O'

O

10 cm

=30

' '
' '

[30 ] [8 ] [3 ] [33 ] [8 ]

P O P P O rel
O P

cm
sP

v v v v v r v

v




    

      

    

      



:حل 
=2

=30
P

O'

P'

X/P o
v r

 
 
 

/rel P P
v r v


 
 


/ 
  
   

o o o
v R r
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Dynamics 96-97-2

هبدیضتبة یل ًقطِ 

X

Y

,

x'

y'

R

S

r

P

O

O'

 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

(

 

   

   

   

         

        

         

  
   

    
    
          
        
       

P

P

P

S R r

d dv S S R r
dt dt
d dR r R r
dt dt

v R r r

d d da S R r r R r r
dt dt dt
d drR r r r
dt dt

R r r r



 

  

    )
 
 r r

  2          
          

P
a R r r r r   
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Dynamics 96-97-2

O

O'

X

Y

,

x'

y'

R

r

P

   / 
  

   
P o n

a r 

   


  



 
 

rel

t n

a r

r r

X
P'



 

o
a R

O'

 / 
 

  
P o t

a r

=2 2  
   


rel
a r vcr  

/ 
 
 


rel P P
v r v

:ضتاب وشيَليس 

 

 

' '
' '

'
' '

2

, 2

 



          

         

             

          
 

P O P P
O P

P P cr rel
O P

a R r r r r a a a

a r r a r r a a

   

   
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Dynamics 96-97-2

P
a ?


تا تَجِ تِ ضىل هماتل،  :هثبل 
:  هطلَب است 

:حل 

P P P / P P / P cr rel
a a a   ,   a a a

  
   

     

m
2s

a [12.8              ] [59.2             ]   
P

 


80 cm

=30

P

O, O'

/8


m s
rel

v

P

X

P'

O, O'

 /
6 0.8 4.8

 
       
   

  
 

P o t
a r

    2

/
0.8 4 12.8

 
        

  

   
 

P o n
a r 

=2 2 4 8 64       
   

  
 

rel
a vcr 

(ثاتت)

94KINEMATICS OF RIGID BODIES

26 rad
s

 4 rad
s

 

4 rad
s

  26 rad
s

 

30 30



Dynamics 96-97-2

P P
v ?   , a ? 



:حل 

P P ' P/P

P ' o ' P /o

P/P

P

v v v

v v v [0.1 2 (3) ] [0.08(3) ]

v [0.08 ] [0.40 ]

mv [0.3 2 ] [0.24 ] [0.40 ] [0.42 ] [0.16 ]
s



 



 

     

   

         

  

  

 


P

O

XP'
O'

X

rad
2s

12

95KINEMATICS OF RIGID BODIES

rad
s

5

دس داخل ضياس دايشُ اي ضىل تا   Pاگش جشم :  هثبل 

تِ هشوض  صاٍيِ اي                       ًسثت سشػت 

      حالدس          ايصاٍيِ ضتاب صفحِ ٍ 

:هطلَتستتاضذ، دٍساى 

هيليوتش  80 =ضياس ضؼاع 

27 rad
s

 

3 rad
s

 



Dynamics 96-97-2

P

O

XP'
O'

X

 
/

3 0.08 0.24

 
 

      
   

 
P o

v r

/

[0.08 ] [0.4 ]


 

   

 



rel P P

v r v



 
/

3 0.1 2

0.42

 
  

  
 

   

   
o o o

v R r
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27 rad
s

 

3 rad
s

 



Dynamics 96-97-2

P

O

XP'O'
X

12

5

97KINEMATICS OF RIGID BODIES

P P P/P

P o P /o

a a a

a a a
 

   

 

 

 

  

2

2

P /o

a [0.1 2 ] [0.1 2 ]
o

[0.7 2 ] [0.9 2 ]

a [0.08 ] [0.08 ]

[0.56 ] [0.72 ]

 

     


   

    

   





P/P cr rel

cr rel

2
rel rel t rel n

a a a

a 2 v (2)(3)(0.4) [2.4 ]

a (a ) (a ) [0.08(12) ] [0.08(5) ]

0.96 [2 ]


 

       

     

    
 

  

  

  

P

P

2 2 m
2P s

a [0.7 2 ] [0.9 2 ] [0.56 ] [0.72 ] [2.4 ] [0.96 ] [2 ]

a [1.31 ] [1.67 ]   

a (1.31) (1.67) 2.12

             

   

  







27 rad
s

 3 rad
s

 



Dynamics 96-97-2

P

O

XP'O'

X

[0.4 ] 

rel

v

     
2

/
0.08 3 0.72

 
           

   
P o n

a r 

   

 

2

2
12 0.08 0.08 5

0.96 2



  

     
   

      
    

       



 
 

 

rel

t n

a r

r r

r r 

   
2

7 0.1 2 0.1 2 3

0.7 2 0.9 2


     
    

      
   


o

a

   
/

7 0.08 0.56
 

        
   

  
P o t

a r

=2

2 3 0.4

2.4



     

   

  
rel

a vcr 

12
5
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 
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 



Dynamics 96-97-2

تا سشػت صاٍيِ   ODاگش هيلِ : هثبل 
:هطلَتستثاتت دس حال دٍساى تاضذ، 

AC AC

A A
OD OD

ω ?  ,  α ? 

V ? ,  a ?

 

 

:حل 

A A A

A radm / s
sA AC AC

v 0.225 2 0.45 2 , v Cos45 v

v
v 0.90 (AC) 4

AC

 
  

      

A
v

AC

A
v



A/ A
v



A/ A rel
v v




A
v



A
v
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Dynamics 96-97-2

AC

  (AC) 0.225
A AC ACt

a    AC

  2 2(AC) 0.225(4) 3.6
A ACn

a   

A
a



rel
a rel

v

cr
a

A t AC AC

2 2
A n AC

A AC

(a ) (AC) 0.225

(a ) (AC) 0.225(4) 3.6

a [3.6 ] [0.225 ]







   

    

   






A A A / A

2
A

A / A cr rel

cr rel

rel rel

A rel

a 2 v 2(2)(0.45 2)  1.8 2

a a a

2a (A O) 0.225 2(2) 0.9 2

a a a

a a

a [0.9 2 ] [1.8 2 ] [a ]

 

  
      



  
     

 
 

   

 

   

 

  



 

  
 

 

  



  






100KINEMATICS OF RIGID BODIES



Dynamics 96-97-2

A AC

A rel

a [3.6 ] [0.225 ]

a [0.9 2 ] [1.8 2 ] [a ]

   

  




 




rad
2AC s

m
2rel s

32

a 8.91








 



45 

3.6
1.8 2

AC
0.225

0.9 2

rel
a
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Dynamics 96-97-2

دس لحظِ ًطاى دادُ : هثبل 
ضذُ دٍ هيلِ دس حال دٍساى 

تا سشػتْاي دٍساًی ثاتت 
: هطلَتست . ساػتگشد ّستٌذ

سشػت ٍ ضتاب پيي ٍالغ دس 
.ّاضياس هيلِ 

A B

P P

rad rad4   ,  5   s s

v ?     ,     a ?

   

 


:حل 

102

KINEMATICS OF RIGID 
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Dynamics 96-97-2

AE AE P AE

BD BD P BD

AE BD

V (V ) (V ) V [0.288(4) ] (V ) ]
P P P/P P/P

V (V ) (V ) V [0.144(5) ] [(V ) ]
P P P/P P/P

m m mV 1.17 , (V ) 0.17 , (V ) 0.92s s sP P/P P/P

    
  

     
  

   
 

    
 

    




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Dynamics 96-97-2

P P BD P/P BD

P BD

P/P BD cr rel rel BD

P P AE P/P AE

P AE

P/P AE cr rel rel AE

2
0.144(5)

[2(5)(0.92) ]

20.288(4)

[2(4)(0.17) ]

a (a ) (a )

(a )

(a ) a a (a )

a (a ) (a )

(a )

(a ) a a (a )

 

 
 

  
 



 

 
   







 



   

 



   





  



   


  

   


P rel BD

P rel AE

2rel AE

2rel BD

2P

a [3.6 ] [9.2 ] [(a ) ]

a [4.6 ] [1.33 ] [(a ) ]

m(a ) 6.7
s

m(a ) 3.6
s

ma 11.43
s

    

  

   

   






 
  







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Dynamics 96-97-2

هيلِ ثاتت تاضذ ٍ اگش                            :هثبل 

تی ضىل دس حال دٍساى تا سشػت صٍايِ اي ثاتت 

.    Bسشػت ٍ ضتاب ًمطِ : تاضذ،  هطلَتست

cm
sBE / CD

v 15 
  

 


B B B/ B B BE / CD

B

B

cm
sB

v v v v v

v (AB ) (12.5)2.4 30

v [30 ] [15 ]

v [24.2 ]

  



   

        
     

  



    


  





 9.82

B B B / B

2 2
B

,
B / B cr rel rel

cr rel

cm
2B s

a a a     

a (AB ) (12.5)(2.4) 72   

a a a  a 0

a 2 v 2(2.4)(15) 72

a [72  ] [72 ] 64.4    

 

   
       



 

     
 

  

        
   

    
 

  


  

   

  


  6.26
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 



Dynamics 96-97-2

BD BD P P
, ,v , a ?  



ديسه دس حال دٍساى  هماتلدس ضىل  :هثبل
ثاتت ساػتگشد        تا سشػت صاٍيِ اي 

تِ ديسه هفصل گطتِ ٍ  BDهيلِ . است
.  ػثَس وشدُ است Eّوضهاى اص داخل غلاف 

سشػت ٍ ضتاب ًمطِ سٍي هيلِ  :َتست هطل
  . Eدس داخل غلاف 
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12 rad
s

 



P

B
v

P
v

C

BD

500 cm125 cm

2

1

2

1

disk
rad12

s


Dynamics 96-97-2

BD B/C BD

BD

BD

0.125 12 1.5 m / s
B

(r ) (0.125 0.5)
B

2.4 rad / s

r 2.4(0.56) 1.34 m / s
P P / C

v

v

v ( )

   

  



 

 



  

:حل 
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B P B/ P

E P E / P P E / P

E / P rel cr

rel BD rel

rel

B/ P B/ P t B/ P n

2

BD

a a a

a a a 0 a a

a a a

a [2 v ]

[a ] [2(1.34)(2.4) ]

a (a ) (a )

[0.28 ] [0.28(2.4) ]

 

     

 

   

 

 

  

  

    

  

 

 
  

 
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2

B n

B t

(a ) 0.125 12 18

(a ) 0 18
B

a

  

   



 

P

B
v

C

BD

0.5000.125

2

1

2
1

disk
rad12

s


B
a

P P / E
v v

rel E / P
v v

  BDB

2

BD

2

P

2a 18 [a ] [2(1.34)(2.4) ] [0.28 ] [0.28(2.4) ]
rel

34.53 rad / s

a 9.10 m / s

       

 




   



B

E

[6.43 ] [1.61 ]
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 

dr
v r

dt

d

dt

a r r

  


 

     


 




     

حرمت دٍراًی حَل یل ًقطِ

1 2

1 2

drV r r r
dt

dVa r ( r)
dt

  

       

    

  

      


     

Motion About a Fixed Point
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General Motion

 

B A B A

B A B A

B A B A

B A B A B A

v v v

v v r

a a a

a a r r

 

  

 

      

  

  

  

      

حرمت ملی
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     

  onaccelerati Coriolis 22

2









F

F

POxyzc

cPp

OxyzOxyzP

vra

aaa

rrrra











:دستگبُ هختصبت ثبثت ٍ دستگبُ هختصبت هتحرك 

    QQQ OxyzOXYZ

 

: Pسرعت هطلق ًقطِ  

: Pضتبة هطلق ًقطِ  

 

FPP

OxyzP

vv

rrv









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APAP

APAP

APAP

aaa

vvv

rrr













 

FPP

AxyzAPAPAP

vv

rrvv











 
   

cPP

AxyzAPAxyzAP

APAPAP

aaa

rr

rraa














 F

2
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Dynamics 96-97-2

     ضتاب صاٍيِ اي ٍ       ديسه تا سشػت صاٍيِ اي  :هثبل
     ايتا  سشػت صاٍيِ  OAٍ هيلِ  Aدٍساى حَل ًمطِدسحال 

.هی تاضذ  Zٍ ضتاب صاٍيِ اي      دسحال دٍساى حَل هحَس 
صاٍيِ اي ٍ ضتاب صاٍيِ اي هطلك ديسهسشػت  : است هطلَب 

   

 

2


2


1


1

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Dynamics 96-97-2

:حل 

 

1 2 1 2

1 2

1
1

2
2 2 1

1 2 1 2

1 2 1 2

k j

d d k j
dt dt

d

dt
d

dt

k j

k j i

( )

,

    

    





    

    

    

   

   



   

   

  

   

   

 


    

   

 

  
 
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Dynamics 96-97-2

: دس هثال فَق هطلَب است : هثبل 

?,? 
P

a
P

V


  :حل 

:سٍش اٍل 
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 1 2

V V V
P PA

A

V r k Lj L i
A 1 A 1 1

O

V r k j Rk R i
P P 1 2 2

A A

V L i R i L R i
P 1 2

( ) ( )

  

   

   

 

     

     

     

  

     

     

  



Dynamics 96-97-2

PP A
A

2

A AA 1 1 1 1 1 1 1
O O

P P P
A A A

P 1 2 1 2 1 2 2
A

2

2 1 2 2

a a a

a r r k Lj k Lj Li Lj

a r r  

a k j i Rk k j R i

R i 2R j R k

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

       

  

      

   

 

            

    

      

  

  

          
  

     

      
 
 



   

2 2
P 1 1 2 1 2 2

2 2
1 2 1 1 2 2

a Li L j R i 2R j R k

L R i L 2R j R k

     

     

     

      

    


  
 
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Dynamics 96-97-2

: سٍش دٍم 
اص ّوااى اتتاذا ٍ تاذٍى    دس ًتيجاِ  هی گزسًذ ، چَى دٍساًْا اص يه ًمطِ 

.ٍاسطِ سشػت ٍ ضتاب سا ًسثت تِ هثذا تذست هی آٍسدين

   

 
1 2P P

O

PP P
OO

v r k j Lj Rk

a r r

  

  

     

    

    

       1


2


1 2
   
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Dynamics 96-97-2

لشاسداسد ٍ  XYدس صفحِ  ACهيلِ  :هثبل

دس حال      ثاتت  اي تا سشػت صاٍيِ 

،  uتا سشػت ثاتت  Dطَلِ . استدٍساى 

دس . سٍي هيلِ دس حال پاييي آهذى است

لحظِ اي وِ طَلِ سٍي لسوت دايشُ اي 

، تا افك صاٍيِ( rتِ ضؼاع )هيلِ     ضىل 

:هی ساصد ؛ هطلَب استصاٍيِ        30°

1


D D
v a



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Dynamics 96-97-2

   

 

     

D D D D

2
1 D E 1D 1 1 1

cr relD D

cr 1 rel 1 1

2 2

rel rel rel

a a a

a r j r 30 k r 30 i

a a a

a 2 V 2 u 2 j u 30 i 30 j 2 u 30 k
1

du u ua 0 a a a 30 i
n nt r rreldt

/

/'

/

( ) cos cos

( ) sin cos sin

, cos

    

   

 



 

         

 

           

        

  

      

  

      

   
 

 
2

2
D 1 1

30 j

ua r 30 i 2 u 30 k 30 i 30 j
r

sin

cos sin cos sin 





















          



   

 

 

D D D D

1 1 1D ED

D D

D 1

V V V

V r j r 30 i r 30 j r 30 k

V u u 30 i 30 j

V u 30 i u 30 j r 30 k

/

/

/

( ) cos sin cos

sin cos

sin cos cos

  






 


 







 

         

     

       

  

     

  

  

:حل 
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D D' D/D'

D/D' rel cr

D/D' D BC cr

a =a +a

a a +a

a a +a





  

  

  

Dynamics 96-97-2

جَش دادُ ضذُ وِ دسحال دٍساى تا سشػت  Aتِ تاصٍي  BCغلاف  :هثبل

دس هَلؼيت . است   yحَل هحَس دٍساى دس حال  ثاتتصاٍيِ اي 

تِ ثاتتسشػت دس داخل غلاف تا   DFًطاى دادُ ضذُ هيلِ  

. سوت چپ دس حال حشوت است

:  استهطلَب 
Dًمطِ ضتاب 

:حل 
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     2D
Oxy Oxy

a r r r r       
         

 
 
2

(3 rad/s) (3 rad/s) [ (5 in.) (12 in.) ]

(108 in./s )

D r     

    

 

a

j j j k

k

  

r

Dynamics 96-97-2

D′

2

2 (3 rad/s) (16 in./s)

(96 in./s )

   



Cr rela v j k

i

2 2

2 2

(108 in./s ) 0 (96 in./s )

(96 in./s ) (108 in./s )

      

 

D D rel Cr

D

a a a a k i

a i k

00
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Dynamics 96-97-2

.  استثاتت                                اي دس حال دٍساى تا سشػت صاٍيِ جشثميل واتيي  :هثبل

اي ثاتتتا سشػت صاٍيِ تلسىَپی جشثميل دس حال دٍساى تاصٍي لحظِ ّواى دس 

 20اگش دس هَلؼيت ًطاى دادُ ضذُ تاصٍي تلسىَپی داساي طَل . است                                        

تيشٍى تاضذ،  سوتتِ                    ثاتت فَت تاضذ ٍ طَل آى دس حال افضايص تا ًسثت 

Bًمطِ ضتاب : هطلَب است

'  
   

B B rel ca a a a

:حل 
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1 (0.25 )rad j
s

 


2 (0.4 )rad i
s

 


1.5
ft

u
s





     2       
         

B
Oxy Oxy

a r r r r

2 1 (0.40 ) (0.25 ) radi j i j
s

    
   



1 2 1 2 (0.10 ) radj i k k
s

         
   

Dynamics 96-97-2

0

/ (20 ft)(sin30 cos30 ) (10) (10 3)B A B j k j k      r r
   

20 0 0.10

0 10 10 3

B
ft

s
   

i j k

r i

 

2

(0.40 0.25 ) (0.40 0.25 ) (10 10 3 )

(1.6) (3.85)

B i j i j j k

ft
i j k

s

        
 

  

r
     

  
 
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(sin30 cos30 )

(1.5)sin30 (1.5)cos30

rel u j k

j k

   

   

v
 

 

cr rel

2

2 (2)(0.40i 0.25j) (1.5sin 30 j 1.5cos30 k)

ft(0.65)i (1.04) j (0.6)k
s

       

  

a Ω v
   

  

2(2.65) (2.64) (3.25)B
ft

i j k
s

  a
  
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